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$1. INTRODUCTION 
LA QUESTION que nous allons considerer dans cet article est classique: il s’agit de trouver des 
conditions pour que g soit divisible parf, oi! f est une fonction differentiable donnee (dif- 
ferentiable, signifie ici toujours de classe C “) dtfinie sur un ouvert de W, et g une fonction 
differentiable quelconque, mais telle que f -l(O) c g-‘(O). 
Plus gtntralement soit N une variete differentiable de dimension n, compacte a l’infini, et 
E(N) l’anneau des fonctions differentiables de N dans [w. Etant donnt un ideal J c s(N), 
soit 
Z = Z(J) = {x E N: q(x) = 0 pour tout cp E J} 
l’ensemble des z&os de J. 
Dkjnition. Un ideal J de b(N) a la proprie’te’ des zPros, si pour toute fonction cp E E(N), 
qui s’annule sur Z(J), on a cp E J. 
ProbEme.? Caracttriser les ideaux ayant la propriett des zeros. 
Ce probleme est un cas particulier du probleme general suivant: Soient X un espace 
topologique (ou un germe d’espace topologique) et A(X) un anneau de fonctions reelles ou 
complexes sur X. Pour un ideal J de A(X) notons traditionnellement, lot J = {x E X : 
q(x) = 0 pour tout cp E J} l’ensemble des zeros de J, et id lot J = {q E A(X) : cpI lot J 
= 0) l’ideal de fonctions s’annu lent sur lot J. En supposant que l’anneau A(X) est 
raisonnable on peut poser le: 
Problkme. Pour A(X) et J donnes, caracteriser id lot J. 
Bien entendu ce probltme n’est pas neuf, 
7 Ce probleme m’avait tt6 poske par R. Thorn, ce dont je le remercie avec plaisir. Je remercie aussi 
messieurs F. Sergeraert, T. C. Kuo, G. Lassalle et surtout 3. Malgrange pour des conversations utiks. 
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Considerons par exemple le cas oh X = K” (ou bien X = le germe de K” a I’origine) et 
A(X) r A,, oh A,=K[X,, . . . . X,] I’anneau de polynomes ou A, = K{{X,, . . . , XJ} 
l’anneau de series convergentes; K = 62 ou K = iw. 
Cm compfexe. Dans ce cas la situation est Claire depuis longtemps: d’aprb le theoreme 
des zeros de Hilbert (cas algtbrique) ou le theoreme de Riickert (cas holomorphe local), on a 
pour un ideal J quelconque de A,, 
id lot J = &. 
Avant d’examiner la situation dans le cas reel, faisons quelques remarques purement 
algebriques. 
Racine et quasi-racine d’un idkal. 11 est utile d’introduire, pour un ideal J de l’anneau A 
quelconque, la notion de quasi-racine !$‘J de J. Posons 
f,b = {cp E A : 3q,, . . . , ‘pp E A et 3k E N, tels que i ‘pi2 + (p2k E J}. 
i=l 
II est facile de verifier que la quasi-racine !$‘? de J est un ideal de A et que: 
LEMME 1. Etant dorm& un idPa J de A, les conditions suivantes sont Pquivaientes: 
(a) $//j = J; 
(b) .Sii$, vi2 E J, afors vi E J, Vi, (avec ‘pi E A). 
La notion de quasi-racine rappelle beaucoup celle de racine. Par exemple, de facon 
Cquivalente on peut dtfinir la racine $ de J comme 
fi = {cp E A : 3k E N tel que q2’ E J}. 
En plus & = J si et seulement si ‘p2 E J, implique cp E J. Ces analogies vont plus loin 
(camp. aussi [4]); dans la geomttrie algebrique ou analytique reel/e, la notion de quasi- 
racine joue un role analogue a celle de racine dans ie cas complexe. En effet 
Gas Gel. Le thtortme suivant a et6 dtmontre recemment par J.-J. Risler [I 11, [12]: 
TH~OR~ZME (Risler). Soit J un id&l de A,. Alors 
id lot J = ?J?. 
(Le cas algebrique a et6 demontre independamment par Dubois-Efroymson [4].) Plus 
precisement Risler a demontrt que id lot J = J si et seulement si la condition suivante est 
P 
satisfaite: si 1 ‘pi2 E J, alors ‘pi E J, Vi. La formulation que nous avons don&e ci- 
i=l 
dessus est equivalente a celle de Risler, compte tenu du lemme 1 et du fait trivial que 
- 
lot J = locqJ et <i”,!? =vJ. 
Le but de cet article est de caracteriser les ideaux de a(N) ayant la propriete des zeros, 
c’est-a-dire les ideaux pour lesquels id lot J = J. 
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Dans le paragraphe 2 nous allons d’abord formuler quelques conditions necessaires 
(Proposition 1). Moyennant des contraintes supplementaires sur la nature des generateurs 
de 1; certaines de ces conditions seront tgalement suffisantes (Theoreme 1). Ces theoremes 
gtneraux permettent de formuler quelques corollaires ($2 et $3). Dans le paragraphe 2 nous 
allons formuler aussi deux conjectures concernant les ideaux ayant la propriett des zeros. 
Les demonstrations sont contenues dans le paragraphe 4. La demonstration du Theoreme 1 
s’appuie d’une part sur un resultat profond de Malgrange sur les ensembles M-denses 
[lo], d’autre part sur le thtortme de Risler rappele ci-dessus (cas analytique local). 
Sans perte de gtneralite on peut supposer N connexe et J f (0). 
$2. THBORiSlE DES ZEROS DE HILBERT “DIFFEREXTI.-ISLE” 
PROPOSITION 1. Soit J un idPa de typefini de E(N) ayant la propritte’ de zeros. Alors 
(a) $‘?=J; 
(b) J est fermi’; 
(c) L’ensemble H(J) des points lisses de Z(J) est dense dans Z(J) ; 
(d) L’ensemble G(J) des points riguliers de J est dense dans Z(J); en plus H(J) = G(J). 
Expliquons la terminologie utilisee dans la Proposition 1. Dans (b) il s’agit tvidemment 
d’un fermt au sens de la C”-topologie sur B(N) (i.e. topologie de la convergence uniforme 
des fonctions et de leurs derivees sur tout compact). Le point .r E Z est lisse (de dimension 
k < n), s’il existe un voisinage V de x dans N, pour lequel Z n V est une sous-varitti lisse 
de V de dimension k. 
Dans le cas oh I’ideal J est principal, I’ensemble G(J) sera tout simplement I’ensemble 
{x E Z : d, cp # 0}, oh cp est un generateur (quelconque) de J. Dans le cas general la definition 
de G(J) est la suivante. Notons H (‘) I’ensemble de tous les points lisses de H de dimension s; 
H = H(O) u . . u HCnM1). Pour x E N notons 6(x) la dimension d’un sous-espace vectoriel de 
T,*N, engendrt par tous les d,f, ou f E J. Posons 
G(‘) = {x E H(I): 6(x) = n - s} (s = 0, . . . , n - 1). 
BiensQr,pourqueasoit dansG”‘il faut et il suffitqu’ilexisten - sfonctionsf,appartenant 
a J, telles que les d,f, soient lineairement independants et pour lesquelles le germe Z, = 
n;zI’ U-‘(O)), P our une fonction f:N -+ W (resp. un sous-ensemble Xc N), f, (resp. X,) 
designe le germe de f (resp. de X) au point a. 
DPfinition. On appelle G = G(J) = G(O) u . u G (n- I’ I’ensemble des points r&guIiers 
de l’id&al J. L’ensemble S = S(J) = Z(J)\G(J) est l’ensemble des points critiques de J. 
A partir de maintenant on suppose que Nest une variete analytique reelle (de dimension 
II, compacte a l’infini). 
Avant d’enoncer le theoreme principal, introduissons la notation suivante: 3, designe 
l’anneau des germes des fonctions analytiques (au point a E N),_ J, i’ideal de 3, induit par J 
(c’est-a-dire Jo = {cp E 3,: 3f e J et f, = cp}). Enfin pour a E N, posons 
x:,(J) = {g E 3,: g-‘(O) c S,j. 
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TH~~OR~ME 1. Etant donnP un id&al J de B(N) engendrk par un nombre fini de fonctions 
analytiques, les condition-s &antes sont Pquivalentes: 
(a) ‘J a la proprie’te’ des ze’ros; 
(b) $=J; 
(c) L’ensemble despoints Gguliers G(J) de J est dense dans l’ensemble des zPros Z(J), et 
pour tout point critique a E S(J), l’ensemble x,(J) ne contient que des PlPments 3,/J,- 
rhguliers. 
Rappelons [3] qu’un 6lCment g E 3, est 3,/J,-rkgulier si I’application 3,/J, 3 5: -+ g 5 
E 3,/J,, est injective; autrement dit si g n’est pas diviseur de ztro dans 3,/J,. 
Un ideal J de 6(N) est dit analytique, s’il est engendrl par des fonctions analytiques; 
il est locafement premier si pour tout point critique a E S(J), l’idtal J, est premier (dans 3,). 
COROLLAIRE 1. Soit J un idPa analytique de a(N), de type fini et localement premier. 
AIors J a la proprikth des zeros si et seulement si G(J) = Z(J). 
Le theorime I, ainsi que les rkultats de Risler suggtrent les deux conjectures: 
Conjecture I. Un idtal J de type fini de &‘(N) a la proprittk des zCros, si et seulement si J 
est fermi et 3’7 = J. 
, 
Conjecture 2. Un id&al J de type fini de I’anneau des fonctions analytiques 3(N) a la 
propriltt des zeros (dans 3(N)) si et seulement si t/:‘s = J. 
On peut dimontrer un rksultat partiel concernant la deuxikme conjecture: 
PROPOSITION 2. Si un id&al de 8(N) engendrk par des fonctions analytiques q, . . ’ ‘pp, a 
la propriPtP des zhos, alors l’idkal .i = f ‘pi 3(N) de 3(N) a aussi la proprie’te’ des zPros 
i= 1 
(dans 3(N)). 
En effet, ceci est une conskquence immCdiate de la proposition suivante, probablement 
bien connue: 
PROPOSITION 3. Soient cp, (p,, . . . , ‘pp des fonction analytiques sur N, telles que 
cp = I:=, fiicpi, aL!ec fi E 8(N). Alors il esiste des fonctions analytiques gi E 3(N), pour 
lesquelles $7 = If= , gi ‘pi. 
Un contre-exemple. L’hypothtse de finitude de J est essentielle. Soit par exemple J 
l’idkal de a(R) engendrt par la famille (sin(x)), E N. Evidemment Z(J) = (0) et il est 
facile B voir que J vkrifie des conditions (b) et (c) du Thtorkme 1. Cependant J n’a pas de la 
propriCtC des zCros: la fonction eR : x -+ x s’annule sur Z(J) mais es E J. Nkanmoins on a le 
resultat suivant: 
TH~OR~ME 2. Supposons pour un idPa analytique J de b(N), que v/3 = J. Alors 
idlocJ=J,, 
ok J, = {up E B(N) : 3{cpi~ie w, Cpi E J et 3{$i)ieN, Ii/i E C?(N) tels que up = Cz 1 qi$i, [a 
famille {support *i}is N htant localementfinie). 
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53. CAS D’UNE FONCTION 
Si J ayant la propriktt des ztros, est engendrl par une seule fonctionf, on dira simple- 
ment (selon la terminologie de Thorn) quefa la proprie’te des Gras. Dtsignons par G(f) = 
{x Ef -I(O) : d,f # 0) (resp. S(f) = {x Ef -l(O) : d,f = 0)) l’ensemble des points kguliers 
(resp. des points critiques) de f, contenues dans f -l(O). 
COROLLAIRE 2. Pour une fonction analytiqzre f: N -+ W les conditions suicantes sont 
Pquicalen tes : 
(a) f a la propriPtP des ze’ros; 
(b) si ‘pL2 + . + ‘p,’ est divisible par f (dans E(N), acec ‘pi E 8(K)) alors chaque Cpi est 
divisible par f; 
(c) G(f) = f -l(O), et pour chaque a E S(f), pour tout h E 3, et pour tollt 
g E {fi E 3,: dim $-l(O) I n - 2}, 
si gh est divisible par f, alors h est aussi divisible par f, . 
COROLLAIRE 3. Soient f,, . . , f, un s_wtPme de fonctions analytiques de N dans R; 
supposons que chaque f, ait la propriPt6 des z&os. Alors la fonction produir f = f, . . ‘f, a la 
propriPtP des IPros si et seulement si G(f) = f -l(O). 
Soit T,f = Tf (x + a) = H, -t H,, L + ... , la sCrie de Taylor de f au point a; les H, 
sont des formes homogknes de degrt k, H, # 0. Soit H, = H,, . . Hip dkcomposition de H, 
en produit de formes homogknes irrkductibles. 
COROLLAIRE 4. Supposons qu’une fonction analytique f : N -+ W, n’ait qu’un seul point 
critique a E S(f) et que T,f = H, + termes de degrP > r, oti H, # 0, H, et tous les facteurs 
irrt!ductibles Hri de H, e’tanl non-dPgtWrt%. Alors f a la proprie’te’ des zPros. 
Rappelons qu’un polyn6me homogtne H est dit non-de’gPn&e’, si I’ensemble des ztros 
H-‘(O) ne se rCduit pas B (0) et si grad H(x) f 0 pour x # 0. 
Le Corollaire 4 reste valable si on suppose que I’ensemble de points critiques S(f) 
est discret et dans un voisinage de chacun d’entre eux, f posskde les mCmes propriCtCs 
qu’en a. On peut aussi remplacer f analytique par f diffkrentiable en supposant que les 
points critiques de f sont algkbriquement isolts. 
Remarquons que les fonction d&rites dans le Corollaire 4 ne sont pas rares. On peut 
dkmontrer par exemple, que dans I’espace vectoriel 9,. 5, des polyn6mes de n variables de 
degre < s, sans termes de degrC < r, n > 1, I’ensemble des polyn6mes satisfaisant aux condi- 
tions exprimkes dans le Corollaire 4, est un sous-ensemble semi-algkbrique de P’,,s, B 
l’interieur non vide. 
COROLLAIRE 5 (Cas de dezrx variables). Soit f une fonction d$&enriable Gel/e de deux 
variables. Supposons qu’en chaque poinr critique a E S(f), la forme homogPne H,,, soit suns 
facteur multiple (H,,,. est la premiPre forme fzomogPne non-identiquement nulle, dans la st+ie 
de Taylor T,f). Alors les conditions suicantes sont Pquivalentes: 
(a) f a la propriPrP des ze’ros; 
422 JACEK BOCHXAK 
(b) En chuque point critique u E S(f), 1 es cornposants irrkductibles de H,,. sent non- 
dPgPne’rt!s. 
Remarque. Si H,., contient un facteur multiple, on ne peut rien dire u priori; par 
exemple x2 - y4 a la propritte des zeros et x2 -t yd ne I’a pas. 
$4. DEMOXSTRATIONS 
Sans perte de generaiitt on peut supposer N = W”. 
DPmonsfration de la Proposition 1. Les Cnonces (a) et (b) sont Cvidents. (c) Si fi, . . , f, 
engendrent l’idtal ferme J, la fonction cp = C”=, fi2 verifie l’intgalitt de tojasiewicz[lO]. 
D’apres un thtortme de Thorn [13], l’ensemble des zeros cp-l(O), d’une fonction satisfaisant 
I’inegalite de Lojasiewicz, a un sous-ensemble de points lisses, dense dans cp-‘(0). Mais 
cp-‘(0) = Z(J); cette remarque acheve la demonstration de (c). (d) resulte de (c) et du 
thtortme de Cramer. Soit a E H(J). On peut supposer que a = 0 et 
Z n V = {x : x1 = . . = x,_~ = 0} n V, 
oti Vest un voisinage de a convenablement choisi. Prenons $, de classe C” Cgale B 1 dans 
un voisinage de 0 B support dans V. La fonction ri/(x) = Q~(.Y) xlz:, yixi, ou ri E [w les ai 
ttant quelconques, s’annulle visiblement sur Z(J). Done, d’apres I’hypothtse, $ est de la 
forme $ = CT=, llifi, oti vi E G(W). Observons que 
(r,, . . . ? a”-p, 0, . . , 0) = grad $(O) = k vi(O) gradyJO). 
i=l 
Ceci implique que le systeme d’tquations lintaires 
j~~$jC”)=ait i=l,..., n_p, 
I 
admet une solution y pour tout z = (s(,, . . , r,_,) E [Wnpp, ce qui est possible si et seulement 
si le rang de la matrice (2JJj/8xi)(0)), i = 1, . . . , n-p,j=l,..., m,estegalan--p,c’est-a- 
dire si et seulement si 0 E G(J). 
Dkmonstration du ThtforPme 1. (a) = (b) est trivial. (b) 3 (c). Observons que l’hy- 
pothese (b) et le thtortme de Risler (dont nous avons parle dans l’introduction) impliquent 
que pour chaque ideal J, , on a id lot J, = J, . 
I1 est clair alors que H(J) = G(J). Ceci implique que G(J) = Z(J). En effet, Z(J) etant 
analytique, a un sous-ensemble de points lisses H(J) dense. 
Prenons maintenant a E S(J) et montrons que pour tous g E S,(J) et h E J,, teis que 
gh E J, > on a h E J,. II suffit done de montrer que h s’annulle sur lot J, = Z,. Grace Q la 
condition gh EJ,, ceci est equivalent a g-‘(O) c h-’ (0). II est alors facile de verifier cette 
derniere condition: dans le cas contraire on aurait, pour le germe d’ensemble ouvert 
U = W\h-l(O), 
Q#g-l(0)n Uc.S,n U. 
Ceci contredirait la relation G(J) = Z(J), deja demontree. Par consequent h s’annulle 
sur Z,, done hEJ,. 
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(c) = (a): D’apres le ctlebre resultat de Malgrange [IO] (demontre d’abord dans le cas d’un 
polynome par Hijrmander et dans le cas d’une fonction analytique par Lojasiewicz), I’ideal 
J est ferme. Soit q une fonction differentiable s’annulant sur Z(J). Pour montrer que cp 
appartient a J il suffit, en vertu du theoreme spectral de Whitney, de verifier que pour tout 
x E Z(J), TX cp E T.x J = {TX $: $ E J}. Si x E G(J), cette condition est bien satisfaite, done 
pour terminer la demonstration il suffirait d’observer que I’ensemble G(J) est M-dense au 
sense de Malgrange [9]. Rappelons qu’un sous-ensemble Y c [w” est dit “Ai-dense” (par 
rapport a un ideal J), si pour tout cp E tp(Iw”), verifiant TX cp E TX J en tout point x E Y, on a 
cp E J. Malgrange a formule un critere utile qui permet de reconnaitre, dans le cas oti Jest 
analytique, qu’un ensemble est bf-dense. II faut dtmontrer notamment que, pour tout a E 
Z(J) et pour tout ideal premier %? de 3,, associe a 3,/J,, le germe en a du sous-ensemble 
analytique reel W dtfini par %? a une intersection non vide avec le germe de G,; (rappelons 
[3] que I’idtal B est, par definition, de la forme {g E 3,: g< = 0}, ou < est un element fixe de 
3,/J,). Si a E G, la condition W n G, # 0 est Cvidemment remplie. Supposons done a E 
S(J). Si W n G, = 0 on aurait W c S,, car d’aprb la Proposition 2.1 [9], W c Z,. Par 
definition m&me de W, il existerait done h E 3.\J. et g E x,(J), tels que gh E Jo; c,(J) 
contiendrait un element qui ne serait pas 3,/J,-regulier. Ce cas est exclus par I’hypothese (c), 
done G(J) est M-dense. 
DPmonstration de la Proposition 3. Soit 9 le faisceau analytique-reel sur N, coherent, 
defini par cp, ‘p,, . , (pp. L’hypothtse implique facilement que les elements ‘pi(i = I, . , p) 
engendrent le 3,-module pX, en chaque point x E IV. En utilisant le raisonnement classique 
(Theoreme 3 de Cartan) on en dtduit que q = I:=, gi qoi, ou les gi sont analytiques dans N. 
La dkmonstration du Th6orPme 2 est tout-a-fait analogue B ceIIe du Theo&me 1. II 
suffit seuiement d’utihser en plus, le resultat suivant de Frisch [5]: I’anneau des fonctions 
analytiques sur une boule fermte de iw” est noetherien. 
Dkmonstrufion du Corollaire 2. II est facile de verifier que dans le cas ou Jest principal, 
la condition (c) du Thtoreme I est equivalente a celle du Corollaire 2. 
DPmonstration du Corollaire 3. En vertu du Corollaire 2, il suffit de verifier qu’en 
chaque point critique a E S(f), aucun element g E {$ E 9,: dim $-l(O) I n - 2}, irreductible 
dans 3,, ne divise le germe I*. Cela est evident, car 3, est factoriel et par hypothtse g ne 
divise pas les (fi),, i = 1, . . . , p, dont le produit est tgal a f,. 
DPmonstration du Corollaire 4. Nous allons appliquer le Theoreme I. Raisonnons par 
l’absurde: on suppose que le germefa est divisible par g E 3,) oh g(u) = 0 et g(x) # 0 pour 
x # a, et que par exemple g(x + a) = g(x) = H,,(x) . HJx) + termes de degrt > r, 
+...-+rk.H=H,;. . H,* est non-dlgentre par hypothese. En utilisant un thtoreme de 
Kuiper-Kuo [6], [7] on en deduit que les germes d’ensemble g-‘(O) et H-‘(O) sont homeo- 
morphes. Mais ceci est impossible, car B- ‘(0) = {0} et H-‘(O) # (0). D’ou le resultat. 
DPmonstration du Corollaire 5. (Cette demonstration a ete faite en collaboration avec 
T. C. Kuo.) Observons d’abord qu’en particulier I’hypothese implique que T,f # 0 et que 
T,f est sans facteur multiple, quelque soit a E R 2. Grace a un theoreme dii a Tougeron 
[l4, p. 2151, ceci permet sans perte de generalite, de supposer f analytique. 
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(a)-(b): Fixons un point critique u E S(f). On peut supposer u = 0. Soit H,,. = 
H, = H,, . . HrP la decomposition de H, en facteur irriductibles. La condition grad 
Hri(x) f 0 pour x # 0, est toujours satisfaite pour une forme homogtne, irkductible de 
deux variables. Les Hri Ctant premiers entre eux, d’aprk un thiorkme de Lu [8], il existe des 
skies formelles f,, , f, de la forme fi = H,, + terms de degrC > ri, telles que T,f = 
f, = f, . f, . Un rCsultat de M. Artin [I ] permet remplacer fi formelles par fi convergentes, 
ayantl a mtme forme. Maintenant il est facile de voir que Hr; ‘(0) # (0). En effet d’aprks le 
thkorkme de Kuiper-Kuo. f,,-'(O) et H,; -l(O) sont homkomorphes, et d’aprks I’hypothtse 
(a) et le Corollaire 2, f,,-'(O) # {O}. 
(b) j (a): En vertu du Corollaire 4, il sufit d’observer que G(f) =Jf-‘(0); dans le cas 
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